
电导率分块均匀大地电磁场二维
    有限元数值模拟
叶益信 胡祥云 何梅兴 廖国忠 金钢燮

摘  要 ：给出了电导率分块均匀大地电磁场二维有限元正演算法。该算法采用矩形网格内进一步三角形细

化的方式剖分模型，在每个三角形单元内利用线性插值函数来模拟单元内的场值，这样既利用了矩形网格在

编程中的方便特性，又通过三角形网格提高了对倾斜接触面及起伏地形的近似程度，而且不明显增加计算量。

本文首先通过对一个水平均匀层状模型进行正演，并与解析解对比，验证了本算法的准确性，最后通过对两个

较复杂模型的正演，进一步表明了该算法的有效性和可行性。
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Abstract:A numerical algorithm 'of the finite element method  (FEM)  for 2D MT forward

modeling with block homogeneous conductivity has been developed in this paper. This algo-

rithm subdivides four triangular lattices by adding two diagonal lines in a rectangular cell,

and the total field parallel to strike over triangular elements is computed by linear interpola-

tion.  This allows accurate modeling of inclined interface and topographic surface, and writ-

ing codes is facilitated with using rectangular mesh. The comparison between the algorithm

's solution and the analytic solution of one synthetic layered model indicates that the algo-

rithm is accurate.  Lastly, application of the algorithm to two more complex synthetic mod-

els indicates that the algorithm is effective and feasible.
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1  引  言

    国外很早就开始了大地电磁场的数值模拟研

究，1971年Coggon提出利用有限元数值模拟方

法计算大地电磁场，他详细阐述了怎样用有限元

法模拟大地电磁场，从能量最小原理推导出亥姆

霍兹方程的有限元格式‘1]。Rodi于1976年提出

一个高准确性的有限元算法，主要是通过提高所

求辅助场的精度，来提高算法的整体精度‘2]。Ri-

jo于1977年提出一个用于求解总场的有限元算

法‘3]。Wannamaker等于 1985，1986年研究了二

维带地形正演问题。Ward，Pridmorede等也都

曾在有限元正演方面做过一些工作‘4]。在国内，

很多学者也曾在大地电磁的二维有限元正演方面

做过工作，如陈乐寿，周熙襄等‘5]。徐世浙曾深入

研究了有限元法在地球物理中的应用，就大地电

磁的二维带地形问题提出了修正的视电阻率定义

式，并对于TE，TM两种模式下的视电阻率畸变

做出了合理的物理解释‘6]。王绪本，胡文宝等人

也在这一方面做过一些工作‘7]。

    本文通过合理的模型剖分，使该算法能达到

满足精度的要求，又不使计算量过大，从而节约了

计算机内存和计算时间，下面通过该算法在有解

析解的水平层状模型中的应用，检验算法的准确

性，然后通过在两个较复杂模型中的应用，分析模

型的正演特性。这些由正演得到的结论，对于资

料处理、反演、解释具有积极的指导作用，能为准

确的处理解释资料提供帮助。

2  变 分 问 题

    已知在二维地电模型情况下，大地电磁场的

分布遵从如下亥姆霍兹方程：

a    7壹 ．+壁 塑

一址    - yV—O    (1)

    ay  ‘ 8z

    在TE模式下，V=E，，叩一-i叩，y=a，在

TM模式下，V=H，，『 d，y=- icuv，其中，V为电

场或磁场值，山为角频率，a和口为介质电导率和

磁导率值，i为虚数单位。

    从解偏微分方程变分方法的原理可知，与解

上述偏微分方程相应的变分问题是：在满足给定

边界条件Y lr=q(Y，2)及在域G和边界r上连续

可微的函数集合中寻求使泛函

，cy，一Jt专(av )z+土c癸 ，2 - yy2，dydz c2，

    G    7  ‘

    取极小值的函数v(y，z)。

3  有 限 元 解 法

    用有限元求解变分问题的步骤如下[8]：

3.1  区域剖分

    理论上区域可剖分成由互不重叠的多边形基

本单元组成的网格，为使程序简化，本文采用如图

1所示的剖分方法，即把求解区域分解成规则的

矩形网格，每个矩形单元由两条对角线分解成 4

个小三角形单元，每个三角形单元的电阻率均匀。

3.2 线性插值

    在三角形单元 e上，记三角形三个顶点按 逆

时针方向分别为 ：i，j，k，每个顶点的坐标分别为 ：

(，，，2．)，(y，，z，)，（挑 ，孙），每个 顶点 的场值为 ：

v，，vj，H ，则通过线性插值可得单元内的场值 分

布为：

    y.(y,z)一 N;(y,z)y.+N,(y,z)V,

    + N*(y,z)yI    (3)

    其中，N,i=去 （口；+biy +'c:z），Nj=去 (口，+

biY+cjz),Nk一去 （口。+b̂y +CkZ），而，硪=Yi2．

- ykZ J ,aji ykZi - YiZ.* 'a, 2yiz, - YiZi ,bz=zj -

‰,bj一戤-z．,bk一zi- zj，f，一．蚍- Yi ,Cj—．y．一

yk,Ck=y,-Yi,A=(bzcj -bjc,)／2

33  单元分析

    下面以三角形单元 e为列，计算式(2)中的泛

函，根据式(3)可计算 出暑孑和害孑的值 ，将它们连

同 V。本身代入类似式 (2)中的单元泛函中，然后

逐项进行积分 ，就可得到单元泛函的近似值为：

    图1  区域剖分示意图

Fig.1  Schematic diagram for finite element mesh



    I(Ve)一 号(Ve) TKeye    (4)

    其中，y，一[y，，y，，ŷ]T，刚度矩阵Ke是一个

    3×3阶对称矩阵‘5]。

    考虑到一个矩形小单元内，四个小三角形的

    面积相等，可用四个小三角形的刚度矩阵K。合成

    矩形单元的刚度矩阵K ，它是一个 4×4阶对称

    矩阵[9]，那么矩形单元内的泛函近似值可表示为：

    J(V,)一．}(V,)TK,V,    . (5)

    34 总体合成

    为了得到整个域上的泛函近似表达式，只需

    将各单元刚度矩阵的元素按下标位置排好后相

    加，合成域上的总刚度矩阵 K'，再将每行节点处

    的场值构成的列矢量首尾相接，合成总的列矢量

    V，这样得到总的泛函表达式为：

    I(v)一 ∑ J(y，)= 丢旷K 7y    (6)

    K'是由类似K，中元素组成的(M+1)(N+

    1)×(M+1)(N+1)阶的方阵。

    考虑边界条件，由文献[5]知两个侧边界条件

    的泛函均为 0，而上下两个边界条件的泛函表达

    式分别为‘5]：

    I(y．)一丢y-L’，，一v_ fi    (7)

    工(VM+．)一丢y五+，瓦件．VM+1 - v{ur+i，M+l    (8)

    将(6)、(7)、(8)式相加，可得包括边界条件的

    总泛函表达式为：

    I(v)+I(Vi)+I(Vwn-i)一 丢旷KV—yT，  (9)

    式中K是K，、Ti、TM+I的总体合成，它是一个

    稀疏、对称、正定的大型变带宽矩阵，，是由fi和

    ，M+l的总体合成。

    为了使(9)式取极小值，则要满足下列矩阵方

    程‘5]：

    KV一，    (10)

    解上述线性方程组，就可得到各节点的 y

    值。

    4  正演计算

    为了验证本文正演方法的有效性，首先建立

    有解析解的一个水平层状地电模型进行检验，之

    后应用该方法对两个较复杂模型进行正演计算和

分析。
    模型 1为 H 型 三层地 电模型 ，其模 型参数

为 ：Pl—100Q .m, P2—1001,.m,p3=sooQ.m,

，̂一680m，̂2—551m。正演计算 时采用不 同 Z

轴宽度的网格，其中网格 1的 Z轴宽度为(单位 ：

m):50 50 100 100 200 200 200 200 200 300 300

400 400 500 500 1000 1000 2000 2000 5000；网格

2的 Z轴宽 度为 (单位 ：m)：50  50  100  100  100

100 100 50 50 100 100 100 100 100.200 200 300

300 400 400 500 500 1000 1000 2000 2000 5000;

网格 3的 Z轴宽度为(单位 ：m)：100 100 200 200

200 300 300 400 400 500 500 1000 1000 2000

2000 5000。接收频点从 1024～0.0017Hz共 20

个频点 ，计算结果如表 1所示 。数据统计表明：网

格 1的计算结果最大相对误差为 9. 77%，网格 2

的计算结果最大相对误差为 5. 01%，网格 3的计

算结果最大相对误差为 14. 5%，很显然，采用 网

格 2的计算结果精度最高 ，采用 网格 1的计算结

果精度次之，采用 网格 3的计算结果精度最低。

这说明模型的剖分对计算结果的影响较大 ，合理

的模型剖分能使计算结果的精度提高较大。三种

不同网格 的计算结果对 比表明，模型剖分 的越细 ，

计算结果精度越高 ，反之亦然 ，但是为了尽量减少

计算量 ，本文采用 的是大致在边界 附近对网格加

密 ，而在 电性均匀体 内，网格 的宽度尽量保持不

变 ，这样既可提高计算精度 ，又能节约计算时间。

    模型 2如图 2所示 ，加号表示测点的位置，正

演计算时采用的频点与模 型1-致 ，网格与 网格

2-致，点距为 200m，21个测点 的结果 如图 3所

示 。从图 3可看 出，中间层 的倾斜低阻体和两旁

的楔 形高 阻体 均得 到很 明显 的反 映，尤 其是 在

TE模式的视 电阻率 断面 图上和相位 断面图上 ，

在 TM 模式下的视电阻率断面图上 ，低阻体 和高

阻体均能被 明显的反映出来 ，但它们的形态都被

    图2 模型2(3)地电断面示意图

Fig.2  Schematic diagram for geoelectric section

    of model two (three)



    表1  H型模型不同网格的正演结果与解析解的对比

Table l  Comparison between analytical and numerical solutions of different meshes for model H

    图3 模型2正演结果

    (a)为TE模式视电阻率断面图,(b)为TM模式视电阻率断面图；(c)为TE模式相位断面图；(d)为TM模式相位断面图

    Fig.3  Pseudosections of the responses of model two

    (a) TE apparent resistivities; (b) TM apparent resistivities; (c) TE phase responses; (d) TM phase responses



  明显向下拉伸，比较而言，TM模式的相位断面图

  对模型形态的反映不如TE模式的效果好。

    模型3的形状和模型2的一样，只是将中间
  的倾斜低阻体(10Q,．m)改为高阻体(1000,Q,．m)，
  将两边的楔形高阻体(1000fl．m)改为低阻体

  (10fl．m)，这样得到如图4所示的结果图。从图

  4可看出，当把低阻体变为高阻体，高阻体变为低

  阻体时，TE模式的视电阻率断面图对高阻体的
  反映很弱，而对低阻体的反映很强，TM模式对高
  阻体和低阻体的反映还是很明显，只是它们的形

  态都被明显的向下拉伸，TE模式的相位断面图

  对模型形态的反映还是要比TM模式的效果好。
    总的而言，TE模式的纵向分辨率较高，横向

  分辨率较低；TM模式的横向分辨率较高，纵向分

  辨率较低。TE模式的响应对低阻体较高阻体更

  敏感，而TM模式不受这个影响。两种模式的相
  位断面图基本不受电阻率的影响，TE模式的相
  位断面图比TM模式的相位断面图对模型形态
  的反映准确。

5  结 论

    合理的模型剖分是获得准确视 电阻率的重要

条件 ，下面根据个人经验归纳一些模型剖分准则 ：

①垂 向网格间距一 般可取 为趋肤 深度 的 5%-

30%；②在地表以及界面附近，网格应适 当加密 ，

在同一介质内，网格可以相对稀疏一些 ；③一般情

况下 ，边界必须离二维体足够远，以保证边界上的

场符合一维变化规律；④在同一介质内部 ，相邻网

格间距不要变化太大。

    本文通过合理 的模型剖分，使该算法应用在

三层理论模型 中的计算最大相对误差为 5. 01%，

应用在复杂模型中的结果表明，该算法是有效的，

对 目标矿体的反映准确可靠。
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